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GEOMETRIA EUCLIDIANA

Definicion y antecedentes

La geometria es una parte de las matematicas que se encargas de estudiar las
propiedades y las medidas de una figura en un plano o en el espacio. Para
representar distintos aspectos de la realidad, la geometria apela a los denominados
sistemas formales o axiométicos (compuestos por simbolos que se unen respetando
reglas y que forman cadenas, las cuales también pueden vincularse entre si) y a
nociones como rectas, curvas y puntos, entre otras.

La geometria es una de las ciencias mas antiguas que existen en la actualidad pues
sus origenes ya se han establecido en que era el antiguo Egipto, debido a los
trabajos de importantes figuras como Herddoto o Euclides, quienes desarrollaban
estudios de areas, volumenes y longitudes.

En el siglo lll AC, Euclides de Alejandria y sus discipulos escribieron “Los
Elementos”, una coleccion de libros en los que se organizaban y expandian los
conocimientos matematicos de entonces alrededor de la geometria, dandoles una
estructura légica. Su idea era partir de muy pocas suposiciones intuitivas y usar la
l6gica para deducir todo lo demas. No les bastaba que algo pareciera ser cierto,
querian estar seguros y saber porque lo era.

Esta es la base de todas las matematicas modernas. Los Elementos consisten de
definiciones, nociones comunes y postulados (las cosas que se asumen como
ciertas) seguidas por teoremas, construcciones y demostraciones.

Para el estudio de la geometria el ser humano utiliza la vista, instrumentos de
medicion, el dibujo y el razonamiento. A través de la vista podemos distinguir la
forma y posicion de las figuras geométricas y en algunos casos su tamafio; sin
embargo, muchos hechos demuestran que no es suficiente el sentido de la vista
para precisar la forma, posicion y tamafio de la figura.

Conceptos béasicos

Medir.- es un verbo que tiene origen del latin «metiri» y hace referencia al acto de
comparar una cantidad determinada de algo con una unidad de medida, en
donde se establece cuantas veces esta unidad ocupa un lugar dentro de dicha
cantidad.

De igual forma medir consiste en determinar la longitud, volumen, extension, o
capacidad de una cosa por comparacion con una unidad de medida establecida que
es utilizada como referencia, usualmente mediante algun instrumento graduado
con dicha unidad.



https://concepto.de/longitud/
https://concepto.de/volumen/
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Unidad de medida

Por otro lado, dentro de lo que concierne al término medir, encontramos el concepto
de unidad de medida. La unidad de medida es el patrén a seguir para realizar la
medicidon. Debe cumplir ciertas condiciones, las cuales son:

+ Una unidad debe de ser universal
o Una unidad debe ser de facil reproduccion
e Una unidad debe ser inalterable

Instrumentos de medida y medicion

La regla graduada y el transportador, entre otros muchos mas, se emplean para
medir longitudes y angulos. Pero toda medida es imperfecta, por lo cual no
podemos asegurar que sea exacta, sino Unicamente aproximada.

La aproximacion de una medida depende de:

e La vista del observador.
e Calidad del instrumento de medicion.
e Manejo apropiado del instrumento utilizado para medir.

En el dibujo existe mayor imperfeccion que en la medida, pues ademas de las
limitaciones sefialadas intervienen otros factores como:

Pulso del dibujante.

Punta del lapiz o pluma.

Colocacion del lapiz o pluma.

Calidad del papel sobre el que se dibuja.
Comodidad para realizar el dibujo.

El Razonamiento

El razonamiento es la capacidad que posee el hombre para asociar en forma debida,
diversas ideas, observaciones o hechos, para obtener conclusiones correctas.

Todo proceso de pensar surge de algunos datos (hipétesis). A su vez, estos datos,
mediante una correcta asociacion de ideas, observaciones o hechos
(razonamiento), conducen a establecer una nueva proposicion (conclusién).

Las hipotesis y la conclusién son, respectivamente, los puntos de partida y llegada
de todo razonamiento.

En matematicas el razonamiento se utiliza para establecer la verdad de una
proposicion.
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Proposiciones

Una proposicion se formula con una oracion gramatical, la cual forma un conjunto
de palabras habladas o escritas de acuerdo con la sintaxis.

En cada oracion se destaca un sujeto y un predicado. El sujeto es una expresion
con la cual se nombra o designa un Unico objeto.

Las proposiciones en matematicas se clasifican en: axiomas, postulados,
definiciones, teoremas y corolarios.

Axioma.- es una proposicidn evidente por si misma que no requiere demostracion.

Postulados.- es una proposicion cuya verdad se admite sin demostracién, aunque
no tiene la evidencia del axioma.

Ejemplos:

Por dos puntos distintos pasa una y solo una linea recta

Las lineas rectas pueden extenderse indefinidamente.

Se puede dibujar un circulo con cualquier centro y de cualquier radio.

Todos los &ngulos rectos son iguales.

Siuna linea recta cruza a dos lineas rectas de modo que los angulos internos
de un mismo lado suman menos que dos angulos rectos, entonces las dos
rectas se cruzaran de ese lado.

Definicidn.- es una proposicion que implica una convencion o descripcion.
Ejemplos:

e Un punto es lo que no tiene partes.

¢ Una linea es una longitud sin anchura.

¢ Una linea recta es una linea que yace por igual respecto de los puntos que
estan en ella.

e Sidos rectas se cortan de modo que los angulos adyacentes son iguales, los
angulos se llaman rectos y las lineas se llaman perpendiculares.

e Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mismo plano, nunca se
cruzan.
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Teorema.- es una proposicion que requiere demostracion.

Ejemplos:
e Dos angulos opuestos por el vértice son iguales.

Vértice

e En todo tridngulo la suma de sus angulos interiores es igual a 180°.

(o

A B
Corolario.- es una proposicidon gue es consecuencia de otra y cuya demostracion
requiere de un ligero razonamiento.

Ejemplo:

La proposicién “dos puntos determinan una recta” es corolario del postulado: “por
dos puntos dados puede hacerse pasar una recta y solo una”.

B

A patrtir de este ejemplo podemos definir algunos conceptos como son:

Punto.- Es un término no definido en geometria. La huella que deja un alfiler en una
hoja nos da la idea de punto. Los puntos los denominaremos por letras mayusculas.

Recta.- Es otro término no definido en geometria.

Semirrecta.- Si en una recta, se da un punto O, este parte la recta en dos
semirrectas de origen O. Una semirrecta es el conjunto formado por O y todos los
puntos que le siguen, o el conjunto formado por O y todos los puntos que le
anteceden.

0 A Semirrecta 04

B 0 Semirrecta 0B
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Postulados de orden sobre puntos.- Se dice que existen al menos dos puntos sobre
una recta

e Si Ay B son dos puntos distintos sobre una recta existe por lo menos un punto
Centre AyB.

Puntos colineales.- Son los puntos que estan sobre una misma recta.

Segmento de recta.- Dados dos puntos distintos A y B de una recta, el conjunto
formado por Ay B y todos los puntos entre A y B se llama segmento de recta AB y
se denota por AB.

Posiciones relativas de dos rectas en un plano

Dadas dos rectas en un plano puede suceder:

e Que se cortan en un punto\y/o perpendiculares.

¢ Que coincidan o sea que su interseccidn sea una de las rectas.

s

e Que sean paralelas.
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ANGULO
Conceptos

e Angulo es la abertura que forma un plano de dos semirrectas unidas en un
punto llamado vértice, cuando una de ellas tiende a girar sobre uno de los
extremos.

e Un angulo es la union de dos semirrectas que tienen el mismo origen.

e El &ngulo es la region del plano comprendida entre dos rectas que se unen
en un mismo punto llamado origen. Los angulos se calculan siempre en
sentido contrario a las agujas del reloj.

Para designar un angulo habitualmente se usan letras mayusculas que se colocan
en los lados y en el vértice y se lee, sea el Angulo ABC.

A

B c

Sistemas de unidades empleadas para medir &ngulos

El concepto de &ngulo, entonces, hace referencia a una magnitud que puede ser
analizaday comparada con otras, por lo que existen operaciones entre ellos. Para
eso, la medicion de los angulos se hace en grados, minutos, y segundos. Los
primeros (representados con el signo °) equivalen a 60 de los segundos
(representados con ’), que a su vez equivalen a 60 de los terceros (representados
con”).

La cantidad de grados podré ascender hasta 360, que es considerado el giro
completo. Por poner un ejemplo cotidiano que ejemplifigue esto, podemos ver el
reloj de agujas: constantemente las agujas estan formando angulos. A las 12 en
punto, cuando las dos agujas apuntan exactamente para el mismo lado, el &ngulo
es de 0°. A las 3 pasa a ser de 90°, a las 6 de 180°, a las 9 de 270°, y en el giro de
las 12 de nuevo seran los 360°, y volvera a empezar.

e Sistema Sexagesimal

Los grados sexagesimales dividen una circunferencia en 360 partes iguales, de
manera que una vuelta a la misma son 360°. 360° Su simbolo es °.

Un angulo recto son 90° (90 grados sexagesimales). Cada grado sexagesimal se
divide en 60 minutos (su simbolo es ‘) y cada minuto sexagesimal se divide en 60
segundos (su simbolo es ”).
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Por ejemplo, podriamos escribir un angulo sexagesimal como 87° 31’ 44”. También
cabe expresar los grados sexagesimales con notacion decimal.

b 90°

N

1807 360°

270°
e Sistema Centesimal

Otro sistema para medir los angulos son los grados centesimales (o
los gradianes). Divide una circunferencia en 400 partes iguales. Su simbolo es 9.
Un angulo recto mide 1009.

Cada grado centesimal se divide en 100 minutos centesimales. Su simbolo es ™.
A su vez, cada minuto centesimal se divide en 100 segundos centesimales. (Su
simbolo es ).

Igualmente, podriamos escribir un angulo centesimal como 879 31™ 44S, En este
caso, su expresion decimal seria directamente 87,31449.

1004

08
2000 | 4003

3008

e Sistema Ciclico

Es un sistema también llamado circular, al igual que los anteriores tiene como base
la division del circulo. Este sistema se forma y define partiendo de la circunferencia
seflalando un arco de longitud igual a su radio, trazando el otro radio, quedando la
circunferencia con dos radios, a lo que comunmente le llamamos radian.

longitud = r

10
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El radian es una unidad de medida del Sistema Internacional de Unidades.
Es el angulo de la circunferencia que abarca un arco de longitud igual al
radio de la misma. Su simbolo es rad.

La magnitud de un radian seria la de la longitud del arco que delimitan las
dos rectas de dicho angulo si estuviésemos en una circunferencia de radio
1.

Angulo en radianes = longitud del arco / radio

Una vuelta entera a una circunferencia es 21 radianes.

[
o8]
=]

o
I
=
S
2
=9

_/ 360° |= 2w rad

270°—3j‘T d
=5 ra

Equivalencia entre radian, grado sexagesimal y grado centesimal

Sabiendo que una vuelta a la circunferencia son 360° grados sexagesimales,
4009 grados centesimales o 211 radianes, podemos saber la relacion entre estas tres
unidades:

Radianes Sexagesimales Centesimales
Radianes 1 rad 1rad =57° 17" 44" 1 rad =63° 66™ 20°
Sexagesimales 1° = 0,0175 rad 1° 1% =1811™ 11"

Centesimales 1% = 0,0157 rad 18 15 =0,9"

11
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Equivalencias de algunos angulos notables:

Sexagesimales| o0° | 45° | 90° | 135° | 180° | 225° | 270° | 315° | 360°
Centesimales | ¢® 50° | 100° | 150° | 200° | 250° | 300° | 350° | 400°
Radianes 0 n/a | w/2 | 3mfa| m | Sm/4|3n/2 | Inja| 2n

Relacion entre radianes y grados sexagesimales:

Conocemos que la longitud de una circunferencia es de 21T veces el radio, por lo
cual aceptamos que subtiende un &ngulo central de 21T radianes; ademas como la
circunferencia también subtiende un angulo central de 360°, entonces tenemos:

21 radianes = 360°

1 radianes = 360°/2; entonces, 1T = 180° Grados - T

Radi =
adianes 180

En base a lo anterior se deduce que:

Radianes - 180
T

Grados =
Ejemplos de conversiones de Grados a
Radianes y de Radianes a Grados:

* 135° a radianes

rad:135°( 7 ):135«,7 27 3

180° 180° 36 4"
1

.« 57 a grados
grados = 11‘1’ 180 = 180 = 36°
5 T 5

= 210° a radianes

radz?l[]"(ﬂ')—glnﬂ T

180° -

180° 6

12




Ejercicios:
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1) Convierte las siguientes medidas de grados a radianes:

a) 45° b) 90° ¢) 180° d) 270° e) 720° f) 315°

g) -30° h) 210° i) 20° j) 100° k) 150° ) 60°

m) 50° n) 120° i) 320° 0) 350° p) 280° q) 340°

2) Convierte las siguientes medidas de radianes a grados:

a) mrad b) 31T rad ¢) /4 rad d) 211/3 rad €) 311/4 rad

f) /6 rad g) 211/5 rad h) 11/2 rad i) 211 rad j) 31/2 rad k) 81 rad |) 1/5 rad

m) 11/9 rad n) 211/9 rad fi) 311/5 rad o) /10 rad p) 611/9 rad q) 2007T rad

Conversion de grados (°), minutos () y segundos (“) a Grados (°)

by 3 83"

237 18' 30" = 3" + 8 + 2
&0 2600

cy 2007 25"

200° 25" = 200° + I 200.007°
2600
d) 237 18
N 187"
23° 18 =23 4+ | 2| = 3%
&0

13

3.134°
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Ejemplo

b. Convertir 34.817° a grados, minutos y segundo.

34.817° = 34° + 817°
= 34° + (.817)(60") 15 =80
= 34° + 49.02'
=34° + 49" + 02’
=34°+49 4+ (L02)(60")  1'=60"
=34°+ 49" + 1.2"
=34°49' 1.2"

Clasificacion de angulos

Un angulo se genera cuando una de las semirrectas unidas a un punto llamado
vértice tiende a girar sobre uno de los extremos en sentido contrario al movimiento
de las manecillas del reloj, hasta formar un angulo de 360°. Este tipo de angulos se
estudia en la geometria.

Ejemplos:

3600 60

14
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En trigonometria también se utilizan los siguientes conceptos:

Angulo de elevacion.- es aquel &ngulo formado por la horizontal que pasa por el
ojo del observador y el rayo determinado por la vista dirigida hacia un punto que
esta por encima del observador.

Ohjeto

Angu]ﬂ de elevacion

Observador
Linea horizontal

Angulo de depresiodn.- Es aquel angulo formado por horizontal que pasa por el
ojo del observador y el rayo determinado por la vista dirigida hacia un punto que
esta por debajo del observador.

Linea horizontal

Angulo de depresién

Observador

15
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Clasificacion de los angulos

Por su magnitud pueden ser:
Angulo Recto.- Un angulo es recto si mide 90° y habitualmente se distingue con

un rectangulo pequefio en el vértice.

o o 1®
o 73

5 % ©° 5

e PN

goo 98 y %
g Angulo wE
E recto= 90° i
EoB { -
g =

Angulo Recto

Angulo Agudo.- Es aquel angulo que mide menos de 90°.

< 900 1
: ,;o}

Angule obtuzo:
> 809 <180° - =
3273

Angulo Llano.- Es aquel &ngulo que mide 180°

—
00 90 g A

S R
T T T® ™

/‘\m A

180°

16
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Angulo Entrante.- Es aquel angulo que mide més de 180° son llegar a los 360°.

B C
A
Angulo Nulo.- que es aquel que mide 0°.
0° B
o _
O
A

Perigono.- Es aquel que mide 360°.

360°

Clasificacion de los angulos
Por su posicion pueden ser:

Angulos Adyacentes o consecutivos.- son aquellos que angulos que tienen un
lado en comun y estan en un mismo plano.

A

17
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Angulos Complementarios.- son aquellos angulos consecutivos que juntos
suman 90°.

65°
25°

-

65+ 25 =90

Angulos Suplementarios.- son aquellos angulos consecutivos que juntos suman
180°.

140

40°

Angulos Conjugados.- son aquellos &ngulos consecutivos que juntos suman
360°.

Angulos Adyacentes y Opuestos por el Vértice.- se forman cuando dos rectas
se cruzan en un punto, formando cuatro angulos que se acuerdo con su posicion
reciben este nombre. Los pares de angulos consecutivos se llaman angulos
adyacentes y su suma es de 180°, o sea que forman un angulo llano; ademas, son
suplementarios.

Nota: Los angulos opuestos por el vértice son congruentes

18
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Angulos formados por dos rectas y una transversal.- las paralelas y la
transversal forman ocho &ngulos, de los cuales cuatro son internos por estar
situados en el espacio comprendido entre las paralelas; los otros cuatro son
externos porgue estan situados fuera de ese espacio.

|Angulos alternos internos:lson los que estan entre las
lineas paralelas y a distinto lado de la secante.

son los angulos 4y5y 3y6 del dibujo. Cada pareja de
angulos tiene la misma medida.

[ Angulos alternos externos:/igual que los anteriores

pero en la parte externa de las paralelas. Son los

angulos 1y8y 2y7.

[ Angulos correspondientes:|son los que se encuentran

en el mismo lado de las paralelas y de la secante. En el
dibujo serian 1y5, 3y7, 2y6, 4y8.

19
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Ejercicios:

Utilizando un transportador mida los siguientes &ngulos y coloque el tipo de &ngulo
que es segun su clasificacion:

r'_‘ T i'_= T

. .- s ., i -
Argule Amguto

b - L o
...“-__“___'.___“.___'_'__._____"_'_'_'r ...-*_.

r'_‘ o i'_‘- .

/
\

e
e - N o
Aol Argabs
T = = =
/ e
. - e -
Argutle Argute
of
- 3 -h" i
“ [0 o c o n
i Hi LE] L
i ] i
i
F (2]
41
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CUADRILATERO: Los poligonos limitados por cuatro lados y que ademas forman
entre si cuatro angulos, se denominan “Cuadrilateros”.

Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados y la suma de sus angulos
interiores es igual a 360°.

] L]

B

90°+90°+90°+90°=360" 60°+109°+65°+126"=360°

Propiedades de los cuadrilateros.

a) Los “LADOS OPUESTOS” son iguales y que no tienen ningun vértice en
comun.

b) Los “LADOS CONSECUTIVOS” son los que tienen un vértice en

c) Los “VERTICES Y ANGULOS OPUESTOS” son los que no pertenecen a
un mismo lado, siendo los angulos iguales.

d) La “SUMA DE ANGULOS INTERIORES” es igual a cuatro rectos (360°).

e) Los “ANGULOS ADYACENTES” a un mismo lado son suplementarios, es
decir, suman 180°.

f) Las “DIAGONALES” se cortan en su punto medio.

g) ElI“NUMERO TOTAL DE DIAGONALES” que pueden trazarse siempre son
dos y que se cortan en un punto interior.

h) Desde un Vértice solo puede trazarse una “DIAGONAL”.

Clasificacion de
cuadrilateros

No paralelogramos

(loslados opuestosno son paralelos)

cuadrado rectangulo rombo romboide trapecio trapezoide

O = [¢ @I

22
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Paralelogramos.- Son los cuadrilateros que tienen los lados paralelos dos a dos.
Si los lados opuestos son paralelos entre si, se les denomina “Paralelogramos”.

1.- Rectangulo.- es un paralelogramo porque sus pares de lados opuestos son
paralelos, Un rectangulo también tiene la caracteristica especial de que todos sus
angulos son rectos; los cuatro angulos son congruentes.

2.- Cuadrado.- es una de las figuras geométricas basicas, siendo un caso especial
de un paralelogramo que tiene sus cuatro lados y sus cuatro angulos congruentes.

Un cuadrado es también un rectangulo porque tiene dos pares de lados paralelos y
cuatro angulos rectos. Un cuadrado también es un paralelogramo porque sus lados
opuestos son paralelos.

3.- Rombo.- es una figura geométrica que se caracteriza por presentar los cuatro
lados congruentes, Sus propiedades incluyen que cada par de lados opuestos son
paralelos, por lo que también es un paralelogramo.

4.- Romboides.- Es el paralelogramo que tiene sus lados contiguos desiguales, es
decir, solamente sus lados opuestos son iguales y sus angulos son oblicuos.

b

b

Resumiendo, todos los cuadrados son rectangulos, pero no todos los rectangulos
son cuadrados. Todos los rectangulos son paralelogramos, pero no todos los
paralelogramos son rectangulos. Y todas estas figuras son cuadrilateros.

El diagrama siguiente ilustra la relacion entre los diferentes tipos de cuadrilateros.
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Si Unicamente dos de sus lados opuestos son paralelos, es decir, los que se
llaman “Bases” y los otros dos no, se denominan “TRAPECIOS”

e Trapecio Escaleno.- Es aquel que tiene los lados no paralelos desiguales.

e Trapecio IsOsceles.- Es aquel que tiene sus lados no paralelos de igual
longitud, formando con las bases angulos adyacentes iguales.
b

e Trapecio Rectangulo.- Es aquel que tiene un lado perpendicular a las
bases, formando un angulo recto con cada base.

Area del romboide

El area del romboide se obtiene multiplicando la base por altura.

D : _C

o=y

d B

En este caso, si tomamos como base el lado a , tenemos;

A=a-h

24
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Perimetro del romboide

El perimetro del romboide es igual a la suma de las longitudes de sus cuatro
lados.

P=2-a+2:b
P=2-(a+h)
D-.
[
] i h
[
I
A —
d
Ejercicios:
Problema Determinar las medidas de <\ y L.
M " L
¢ 120°
&0 /"'
J H p
Problema Encuentra la medida de /).
R Q

25
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Problema

Calcula el valor de cada uno de los angulos de un cuadrilatero si sus lados
valen, respectivamente x, 1.5x, 2x, 1.5x.

La suma de los angulos de un cuadrilatero es 360 grados.

X+1.5x+2x+1.5x=360

6x = 360

X = 360/6 = 60

Por lo que los angulos miden: 60, 90, 120 y 90 grados

Ejercicio

Dibuja un trapecio con base mayor 6¢cm, altura 3 cm, angulo agudo adyacente
ala base de 35°.

Calcular el valor de x y de y, en un romboide si su perimetros es de 28 cm.
El romboide es un paralelogramo con la propiedad de que sus lados enfrentados
son iguales. De ahi ya se puede deducir la primera ecuacion igualando el valor de
los lados horizontales:

3x =2y -2 paso las variables al mismo lado...

3x-2y=-2

El otro lado que vale "2x" es igual a su paralelo, por lo tanto entre los dos
mediran 2x+2x = 4x y sumandole los otros dos tendremos el perimetro. De ahi
sale la otra ecuacion:

4x + 3x + 2y - 2 = 28 ... y reduzco términos semejantes...

7x+ 2y =30

Ahora usaré el método de reduccion para resolver:

3x-2y=-2
7x+2y =30

10x =28

26
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X=2.8

Sustituyo ese valor en la segunda ecuacion...
7(2.8) + 2y =30

2y =30-19.6

y=5.2

Calcule el areay el perimetro del Romboide que a continuacién se ilustra:
.C

b=4cm

A=5-35=175cm2

P=2-(5+4)=18cm

27
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CIRCUNFERENCIA
Y CIRCULO

Centro

Circunferencia Circulo

28
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Circunferencia

La circunferencia es una linea curva, cerrada y plana, cuyos puntos estan todos a
la misma distancia de otro punto, llamado centro.

Un circulo es una superficie plana limitada por una linea curva (circunferencia).

A menudo se utiliza indistintamente circulo y circunferencia para nombrar la
misma cosa, pero esto no es correcto. Circunferencia es una curva geomeétrica
plana, cerrada, cuyos puntos son equidistantes (estan a la misma distancia) del
centro, y solo posee longitud de la circunferencia, es decir, el perimetro del circulo.

El circulo, al ser una figura plana (todos sus puntos estan contenidos en un solo
plano) tiene dos dimensiones y por lo tanto tiene area.

Elementos de una circunferencia.

Diametro

S

Centro: punto del que equidistan todos los puntos de la circunferencia.

Radio: segmento que une el centro de la circunferencia con cualquier punto de la
misma.

Cuerda: segmento que une dos puntos de la circunferencia, el radio es
perpendicular a la cuerda en su punto medio.

Diametro: es una cuerda que pasa por el centro. Es la cuerda que mayor tamafio
tiene.

Arco: es la porcion de circunferencia limitada por dos puntos de la misma, también
se puede decir que es cada una de las partes en que una cuerda divide a la
circunferencia.

Secante: Recta que intersecta a la circunferencia en dos puntos.

Tangente: Recta que intersecta con la circunferencia en un punto.
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Angulos de la circunferencia.

« Angulo central.- Es el angulo que tiene su vértice en el centro y sus lados lo
forman dos radios.

Angulo central

- Si dos angulos centrales son iguales también lo son los arcos
correspondientes.

- La medida de un arco central es la misma que la de su angulo central
correspondiente.

« Angulo inscrito.- Es aquel que tiene su vértice en la circunferencia y sus
lados son secantes a ella.

Angulo inscrito

A

-La medida de un angulo inscrito es igual a la mitad del arco que abarca.

« Angulo semi-inscrito.- Es aquel que tiene su vértice en un punto de
la circunferencia y un lado es tangente y el otro secante a ella.

- La medida de un angulo semi-inscrito es la mitad del arco que abarca.
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« Angulo interior.- Es aquel que tiene su vértice en un punto interior del circulo.
Sus lados con cuerdas de la circunferencia.

Angulo interior

-Un angulo interior mide la mitad de la suma de las medias de sus arcos que
abarcan sus lados y las prolongaciones de los mismos.

« Angulo exterior.- Es aquel que tiene su vértice en un punto fuera de la
circunferencia y del circulo y su lados son secantes o tangentes de la
circunferencia.

- La medida de un &ngulo exterior es la mitad de la diferencia de los arcos que
abarca el angulo.
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Perimetro y Area

El perimetro de la circunferencia es la longitud que mide ésta y se calcula
multiplicando el radio por 1y por 2:

Perimetro=2.m.r

Donde r es el radio de la circunferencia.

El diametro es dos veces el radio, podemos expresar el radio en funcion del
diametro:

Y por tanto, también podemos calcular el perimetro de la circunferencia, si
conocemos su diametro con la siguiente formula:

Perimetro=2.n1. T =)

F

Donde D es el didmetro de la circunferencia.

Nota: La circunferencia no tiene area.

El area que hay dentro de la circunferencia es el circulo. Por tanto, cuando se habla
de area de la circunferencia, lo que realmente se quiere decir es el area del circulo.

Calcular el perimetro de un circulo

El perimetro del circulo es una circunferencia, por lo que calcular el perimetro del
circulo y el perimetro de la circunferencia es exactamente lo mismo y por tanto se
utilizan las mismas férmulas:

Perimetro=2.m.r

=m.DD

Perimetro=2.r.

D
2
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Para calcular el area del circulo debemos conocer su radio o su diametro.
Se calcula multiplicando 1T por el radio al cuadrado:

Area=m.r-

Donde r es el radio del circulo.
También podemos calcular el area de un circulo en funcion de su diametro.

Ya sabemos que el radio se puede expresar como el diametro partido por dos:

Si sustituimos esta expresion del radio en la férmula del area del circulo, obtenemos
la féormula en funcién del diametro:

. D\ D’
Af‘m:;r.(—) =, —
2 4

Donde D es el diametro del circulo.
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Ejercicios sobre areay perimetro del circulo

Resolver ejercicios sobre calcular el area y el perimetro de un circulo aplicando las
formulas anteriores.

En general, hay que tener mucho cuidado con las unidades de las longitudes y
expresar siempre el resultado con sus unidades correspondientes.

Ejercicio 1

Calcula el area de un circulo cuyo radio es igual a 20 cm.

Ejercicio 2

Calcula el perimetro de un circulo sabiendo que su diametro es de 2 m.
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Ejercicio 3

El area de un circulo es de 25 cm?2. ¢ Cuanto mide su perimetro?
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Poligono

Se entiende por poligono aquella forma geométrica que esté compuesta por
muchos lados, pudiendo estar los mismos dispuestos de manera regular o
irregular. La palabra poligono proviene del griego y significa "muchos
angulos". Los poligonos son formas planas que son, ademas, cerradas y que
normalmente tienen a partir de tres lados en adelante (siendo los triAngulos o
los cuadrados diferentes tipos de poligonos).

Triangulo

El triangulo es un poligono de tres lados que da origen a tres vértices y tres
angulos internos. Es la figura mas simple, después de la recta en la geometria.
Como norma general un triangulo se representa con tres letras mayusculas de los
vértices (ABC). Los triangulos son las figuras geométricas mas importantes, ya que
cualquier poligono con un numero mayor de lados puede reducirse a una sucesion
de triAngulos, trazando todas las diagonales a partir de un vértice, o uniendo todos
sus vértices con un punto interior del poligono.

Clasificacion de los triangulos
Clasificacion por la magnitud de sus lados.

a) Equilatero.- Son aquellos que poseen sus tres lados con la misma magnitud.

b) Is6sceles.- Son aquellos que poseen dos de sus lados con la misma
magnitud y otro con diferente magnitud.
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c) Escaleno.- Son aquellos triangulos que poseen sus tres lados con diferente

magnitud.

Clasificacion por la magnitud de sus angulos.

a) Rectangulo.- Son aquellos tridngulos donde uno de sus angulos es recto
(igual a 90°), acostumbrandose a colocar un pequefio cuadro
representando este angulo.

AN

b) Oblicuangulos.- Son aquellos tridngulos que no tienen ningln angulo recto
y pueden ser de dos tipos:

e Acutangulo.- Son aquellos que tienen sus tres lados agudos.

AN

e Obtusangulo.- Son aquellos triangulos que presentan un angulo obtuso.

-
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Propiedades generales de los tridngulos

Teorema 1. En todo triangulo la suma de sus angulos internos es igual a 180°.
A+B+C=180°

B

A

C

Teorema 2. El valor de un angulo exterior de un triangulo es igual a la suma de
los dos interiores no adyacentes.

a=A+B
a=180"-C
E

Teorema 3. En un triangulo, al lado de mayor longitud se le opone el angulo de
mayor medida y viceversa.

C
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Teorema 4. En un tridngulo, a lados congruentes se oponen angulos

congruentes y a angulos congruentes se oponen lados congruentes.
C

A

Teorema 5. En un triangulo isosceles, los angulos basales son congruentes.
C

Teorema de la suma de las medidas de los &ngulos exteriores. La suma de las
medidas de los angulos exteriores de un triangulo es 360°.

o'+ B+ y = 360°

Teorema del &ngulo exterior. En todo triangulo, la medida de un angulo exterior
es igual a la suma de las medidas de los angulos interiores no adyacentes a él.

== '@
(1
R R
+ +
T -
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Teorema de la desigualdad triangular. Un lado de un triangulo siempre es menor
que la suma de los otros dos (condicion de existencia de un triangulo dados sus

lados).

g<bite » a>b=¢

Teorema particular de Pitagoras. En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la
medida de la hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los

catetos.

B
€ (hipotenusa)
(cateto) &
®
C b (cateto) A

Hiporenusa2 = Cateto? + Cateto?
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Teorema de Euclides

En todo triangulo rectangulo:

a) El cuadrado de la medida de la altura respecto de la hipotenusa es igual al
producto de las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

he
(altura)
-
A m " B
_h 2 =me-:nN

c

b) El cuadrado de la medida de uno de los catetos es igual al producto de su proyeccion
sobre la hipotenusa y la medida de la hipotenusa completa.

C
<D
90°
b (cateto) 1 (cateto)
he
|
A == n 0
€ (hipotenusa)
2 2
b=¢.m  a“=en
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Teorema general de Pitagoras

a) En un triangulo cualquiera, el cuadrado de la medida del lado opuesto a un
angulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los
otros dos lados menos el doble de la medida de uno de ellos por la proyeccion
del otro sobre él.

a2=c2+b2-2bq

b) En un triangulo obtusangulo, el cuadrado de la medida del lado opuesto al
angulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de las medidas de los
otros dos lados més el doble de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre

él.

az=c2+b2 + 2bq
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De acuerdo al Teorema de Pitagoras: dado un triangulo rectangulo de
catetos a y b e hipotenusa h (el lado opuesto al angulo recto). Entonces,

h? =a? + b

o

Despejando,

h=az b2
a=+h%— b2
b =+vh%—a?

b

Recordemos que:
« Eltridngulo es rectangulo porque tiene un angulo recto, es decir, un angulo
de 90 grados 6 11/ 2 radianes.
o Lahipotenusa es el lado opuesto al angulo recto
Nota: h siempre es mayor que los dos catetos, es decir, h>ayh > h.
El teorema de Pitagoras es uno de los resultados mas conocidos de las matematicas

y también uno de los mas antiguos. Existen cientos de demostraciones de este
resultado.
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Problema 1

Calcular la hipotenusa del triangulo rectangulo de lados 3cm y 4cm.

Problema 2

Matematicas Il

Si la hipotenusa de un triangulo rectangulo mide 2cm y uno de sus lados mide 1cm,

¢cuanto mide el otro lado?
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Problema 3

Calcular la hipotenusa del triangulo rectangulo cuyos lados miden \E y \@
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Problema 4

Calcular la altura que podemos alcanzar con una escalera de 3 metros apoyada
sobre la pared si la parte inferior la situamos a 70 centimetros de ésta.
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Problema s

Al atardecer, un arbol proyecta una sombra de 2,5 metros de longitud. Si la distancia
desde la parte mas alta del arbol al extremo mas alejado de la sombra es de 4
metros, ¢cual es la altura del arbol?
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Problema 6

Un clavadista esta entrenando en una piscina con una plataforma. Cuando realiza
el salto, cae a una distancia de 1 metro de la plataforma sumergiéndose 2.4 metros
bajo el agua. Para salir a la superficie, bucea hasta el final de la piscina siguiendo
una linea transversal de 8.8 metros de longitud.

Altura — 11-111

8.8m

Si la longitud desde la parte superior de la plataforma al lugar en donde emerge del
agua es de 11.2 metros, ¢ cual es la altura de la plataforma (desde el nivel del agua)?
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Problema 7

Un parque de diversiones quiere construir una nueva atraccion que consiste en una
tirolesa que parte desde la base superior de una columna con forma cilindrica. Si el
radio de la columna es R=2metros y el area de su lateral es de 120 metros
cuadrados, calcular la longitud del cable de la tirolesa para que alcance el suelo a
40 metros de distancia de la columna.

— %

Tirolesa

o8

—_—

40m

Tenemos un tridngulo rectangulo de base 40m cuya hipotenusa coincide con la
tirolesa. La altura de la columna, h, la podemos calcular a partir de su area lateral y
su radio, R.

El &rea lateral del cilindro es la del rectdngulo de altura h y cuya base es el didmetro
de la base del cilindro, es decir, dos veces el radio.

Por tanto, el area del lateral de la columna es: A =2* R* h
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Resolucion de triangulos Oblicuangulos

Un triangulo oblicuangulo es aquel que no es recto ninguno de sus angulos, por lo
que no se puede resolver directamente por el teorema de Pitagoras, el triangulo
oblicuangulo se resuelve por leyes de senos y de cosenos, asi como el que la suma
de todos los &ngulos internos de un triangulo suman 180 grados.

Casos de triangulos oblicuangulos

Existen cuatro casos de triangulos oblicuangulos:
e Ellyll seresuelven con Ley de Senos
e Losllly IV se resuelven con Ley de Cosenos

Suma de los angulos de un triangulo A+B+C=1300

Sen A Sen B _ SencC

Teorema del seno
a b C

al=b2+ c?2-2-b-c-Cos A
Teorema del coseno b2=a2+ c?- 2-a-c-Cos B
c2=a2+ b?-2-a-b-CosC

1.- Angulo-Angulo-Lado

C

G

2.- Lado-Lado-Angulo (AL L)
[

¢

a
3.- Lado-Angulo-Lado

b
¢

a
4 .- lLado-Lado-Lado

3]
]
o




Ejercicio 1:
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De acuerdo a la figura que se presenta calcule los elementos restantes:
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Ejercicio 2:

De acuerdo a la figura que se presenta calcule los elementos restantes:
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Ejercicio 3: Resuelve el triangulo de datos: A=60°,a=8myb=4m.
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Ejercicio 4: Resuelve el triangulo de datos: A=30°,a=3myb=4m.
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Ejercicio 5: Resuelve el siguiente triangulo oblicuangulo con los datos que se

proporcionan a continuacion.

Lados | Angulos
a =7 |A=22°
b=7 |B=7

¢ =80 | C=130°
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Ejercicio 6: Resuelve el siguiente triangulo oblicuangulo con los datos que se dan
a continuacion.

Datos:
Lados Angulos
a =8 A=?
b =1129 | B =83®
c =7 C=?
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Las funciones trigonométricas f son aquellas que estdn asociadas a una razon
trigonométrica.

A b C

Sea un triangulo rectangulo, como el del grafico presente, siendo los catetos los
lados "a" y "b", y la hipotenusa el lado mayor (opuesto al angulo recto) "c". Las

relaciones entre los catetos y la hipotenusa se llaman seno, coseno y tangente, es
decir:

Existen seis funciones trigonomeétricas:
SENO

El seno de un angulo a se define como la razdn entre el cateto opuesto (a) y
la hipotenusa (c). Su abreviatura son sen o sin (del latin sinus).

cateto opuesto  a

Sen a0 = —— i
hipotenusa c

Graficade la funcion seno y=sena
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

COSENO

El coseno de un angulo a se define como la razon entre el cateto contiguo o cateto
adyacente (b) y la hipotenusa (c). Su abreviatura es cos (del latin cosinus).

cateto contiguo b
Ccos a = : =
hipotenusa c

La gréfica de la funcién coseno es:

Grafica de la funcion coseno y=cosa

1 A
B
A e C 3
0 n/2 n 3n/2 2r
90° 180° 270° 360°
C & | B
TANGENTE

La tangente de un angulo a es la razon entre el cateto opuesto (a) y el cateto
contiguo o cateto adyacente (b). Su abreviatura son tan o tg.

cateto opuesto Qa
tana = , = —
cateto contiguo b

La gréafica de la funcion tangente es:

Graficade la funcion tangente y=tana

tana

| - 0 n/2 T 3n/2 2n
tan a
\J - 7 o s o
=14
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

COSECANTE
La cosecante es la razon trigonométrica reciproca del seno. Es el reciproco o

el inverso multiplicativo del seno, es decir csc a - sen a=1.

La cosecante del angulo a de un tridngulo rectangulo se define como
la razon entre la hipotenusa (c) y el cateto opuesto (a).

Su abreviatura es csc 0 cosec.

1 hipotenusa c
CSC(x = — —
sena  cateto opuesto  a

La gréfica de la funcién cosecante es:

Graficade la funcion cosecante y=csca
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

La secante es la razon trigonométrica reciproca del coseno. Es el reciproco o

el inverso multiplicativo del coseno, es decir sec a - cos a=1.

La secante de un angulo a de un triangulo rectangulo se define como larazén entre

la hipotenusa (c) y el cateto contiguo o cateto adyacente (b).

Su abreviatura es sec.

SeC & —

1

hipotenusa

La gréfica de la funcién secante es:
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

COTAGENTE
La cotangente es la razon trigonométrica reciproca de la tangente. Es el reciproco

o el inverso multiplicativo de la tangente, es decir tan a - cot a=1.

La cotangente de un &ngulo a de un triangulo rectdngulo se define como
la razén entre el cateto contiguo o cateto adyacente (b) y el cateto opuesto (a).
Su abreviatura es cot, cotg o cotan

1 cateto contiguo b

cotax = s e
tan o cateto opuesto a

La gréfica de la funcién cotangente es:

Graficade la funcion cotangente y=cota
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Razones Trigonométricas inversas

Si conocemos el seno, el coseno o la tangente del angulo a y queremos calcular el
angulo a, usamos las razones trigonométricas inversas:

e Lainversa del seno es el arcoseno, escrita como arcsin:
sin(a) = a —
a = arcsin(a)

En la calculadora es la tecla sin™".

¢« Lainversa del coseno es el arcocoseno, escrita como arccos:
cos(a) =a -
a = arccos(a)

En la calculadora es la tecla cos™.

e Lainversa de la tangente es la arcotangente, escrita como arctan:

tan (a) = a —
a = arctan(a)

En la calculadora es la tecla tan™".

Problema 1:

(Con calculadora) Calcular los angulos aa sabiendo cuanto valen su seno o su
coseno:

a) sin(a) = 0.999390827

b) sin(c) = 0.6691306064
) sin(a) = 0.7660444431
d) sin(a) = 0.9743700648
e) cos(a) = 0.8090169944
f) cos(a) = 0.2588190451
g) cos(a) = 0.9271838546

h) cos(a) = 0.4067366431
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Problema 2:

Simplificar las siguientes expresiones:

o sin(z) — 2(sin(x) — 3sin(2z))

o 2. (cos(x) — cos(2zx)) — (2cos(x) — cos(2z))

o 2sin(z) —

65
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Problema 3:

Calcular el valor de x de cada figura utilizando las razones trigonométricas de
acuerdo a las figuras que a continuacion se muestran:

Figura1:

Figura 2:

11
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Cont...Problema 3:

Calcular el valor de x de cada figura utilizando las razones trigonométricas de
acuerdo a las figuras que a continuacion se muestran:

Figura 3:
36
X
24
Figura 4:
2
X
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Problema 4:
Desde un supermercado se observa el atico de un rascacielos de 527 metros de

altura bajo un angulo de 42°. Calcular la distancia que hay desde el supermercado
hasta la puerta del rascacielos.
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Problema 5:
Calcular el perimetro del siguiente poligono:

C

D
donde
e a = 58"
« B=C
e A=246m
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Problema 6:
Ramiro esté volando su cometa y le gustaria saber qué altura alcanza. La sombra

de la sombra de la cometa comienza a sus pies y termina a 6.7 metros y el angulo
que forma el cable con el suelo es de 39°. ¢ A qué altura se encuentra la cometa?
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